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Generalidades

Quais as formas de interacdo entre
0S corpos?

@ Contato direto ’1 N II 'I'l"\ F/L?
Ve N
T a0

«» Gravitacional, centrifuga N%%N

ou eletromagnética

F/L3




Generalidades

Mudanca dos dominios de
transmissdo de forcas

@ Possivel: quando dimensdo(des) caracteristica(s)
da regido de transmissdo de forga é pequena
comparada com as dimensoes caracteristicas do
elemento estrutural.

Ex:F/L2 > F/LeF/L2—>F

Necessdria: for¢ada pela consideragdo de
um modelo do elemento estrutural onde
dimensdo(des) é(sdo) simplificada(s).

Ex: F/L3 > F/L% F/L3—>F/LeF/L2 > F/L




Generalidades

Cargas pontuais existem?

Cargas pontuais sdo abstragdes de cargas distribuidas em
dominios com dimensdes caracteristicas pequenas
comparadas com as do elemento estrutural ao qual estdo
aplicadas ou de representacdo de um sistema resultante
equivalente de forcas distribuidas.
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Objetivo

Consideracdo de acdes distribuidas
nos problemas de equilibrio.




Centro de Gravidade ou
Baricentro

@ O centro de gravidade ou baricentro de um corpo é
a posi¢do onde pode ser considerada a aplicagdo da
forga de gravidade resultante equivalente de todo

0 corpo.
l | N

@ De uma forma geral, quando se considera a ndo
uniformidade de campos gravitacionais, a determinagdo
da forga de gravidade total e do seu ponto de aplicagdo
ficam dependentes da posicdo e orientagdo do corpo.

P\=1 Portanto, o centro de gravidade ou baricentro ndo

~@ pode ser considerada uma caracteristica especifica

de um corpo rigido.




Centro de Gravidade ou
Baricentro
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Centro de Gravidade ou
Baricentro

@ Placas planas

z &
AP

o

Forca resultante Z AP =P

Momento em torno do eixo y Z XAP = XP
Momento em forno do eixo x Z YyAP = yP




Centro de Gravidade ou
Baricentro

@ Placas planas

pa &
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Equivaléncia
P=|dP XP=[xdP ¥P=|ydP
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Centro de Gravidade ou
Baricentro

& Arames planos
? AP

Forca resultante Z AP =P

Momento em torno do eixo y Z XAP = XP
Momento em forno do eixo x Z YyAP = yP




Centro de Gravidade ou
Baricentro

& Arames planos




Centro de Massa

@ Placas planas

z &

d
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Equivaléncia P = de XP = IXdP yP = jydP

Considere a placa imersa em um campo gravitacional
constante. Com isso,

=Jdm XM:jxdm ?M:jydm

onde neste caso fica definido o centro de massa. Vale
o mesmo resultado para os arames planos.




Centroide ou Centro
Geometrico

@ Placas planas

Considere a placa apresentando peso especifico e
espessura constantes. Com isso,

A=[dA XA=[xdA yA=[ydA

onde neste caso fica definido o centrdide da placa.




Centroide ou Centro
Geometrico

& Arames planos

\Equivaléncial P = [dP XP=[xdP yP=[ydP

Considere o arame apresentando peso especifico e
secdo transversal constantes. Com isso,

L=[dL XL=[xdL yL=ydL

onde neste caso fica definido o centrdide do arame.




Centro de Gravidade, Centro
de Massa e Centroide

mpo Gravitacional
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Momentos de Primeira Ordem
de Superficies e Curvas

X

Momento de 1% ordem da superficie
em relacdo ao eixo x

Q, = [ ydA=yA

Momento de 1% ordem da superficie
em relagdo ao eixo y

Q, = [xdA =XA

Momento de 1% ordem da curva em
relagdo ao eixo x

Q, =[ydL=3L

” Momento de 1% ordem da curva em
relagdo ao eixo y

Q, = [xdL =XL




Momentos de Primeira Ordem
de Superficies e Curvas

Q. =VA (ouyL)  Q,=%A (ou<L)

@ As coordenadas do centréide de uma superficie ou
curva podem ser obtidas dividindo-se os momentos
de primeira ordem pela drea da superficie ou
comprimento da curva, respectivamente.

@ Se o centrdide de uma superficie ou curva
estiver localizado sobre um eixo de
coordenadas, o momento de primeira ordem
em relagdo a esse eixo serad nulo e vice-versa.




Momentos de Primeira Ordem
de Superficies e Curvas
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@ Regido simétrica e eixo de simetria /

@» Se uma superficie ou curva apresenta um eixo de
simetria, o centréide dessa regido estd contido
sobre esse eixo de simeftria.




Momentos de Primeira Ordem
de Superficies e Curvas

@ Uma regido que apresenta dois eixos de simetria,
o centroide da mesma encontra-se na intersecdo
desses eixos.




Momentos de Primeira Ordem
de Superficies e Curvas

Y

- . : X
@ Regido com centro de simetria —

[]
S dA

@ Se uma superficie ou curva apresenta um
cento de simetria, esse corresponde ao
centrdide da regido.




Centroides de Superficies
Planas de Formatos Usuais

s

Tridngulo é @
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| 4r 4r -
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Centroides de Superficies
Planas de Formatos Usuais

Forma de Superficie — Area I
Limitada por dois : :
| segmentos de reta 3a 3h 2ah
perpendiculares e o 8 5 “8
uma semipardbola
Limitada por um 3A 4ah
segmento de retae 0 =N &
uma paréabola 5 3
| e el
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Centroides de Superficies
Planas de Formatos Usuais

Forma de Superficie — Area l
|
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Centroides de Curvas Planas
de Formatos Usuais

' Forma da curva x y
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Placas e Fios Compostos

& Quando se estiver interessado na determinagdo
de propriedades integrais (drea, comprimento e
momentos de primeira ordem) de regioes que
ndo estdo tabeladas, mas identifica-se que a
regido em questdo é formada pela composigdo
de regides elementares cujas propriedades
integrais sdo conhecidas, aplica-se essa
composi¢do ha avaliagdo das integrais
referentes as propriedades de interesse.




Placas e Fios Compostos

* 0
jdA jdA+jdA+jdA Ap +Ap +AL

R1+R2+R3 R,

= [¥dA = =Q, +Q, +Q,, = V=D
R1+1£2+R3 é
= [xdA =..=Q, +Q,, +Q, ™ X="2

R1+1£2+R3 A




Placas e Fios Compostos

Exemplo:

Determine o centréide
da superficie
composta mostrada.

X
< 2() crn ——-I-f—m——- 40) ¢cn — »I




Placas e Fios Compostos

Exemplo (continuagdo):

@ 19 composigdo

30 cm

X
<— 20 ¢m —b—l-ﬁ—————— 40 ¢ — »I




Placas e Fios Compostos

Exemplo (continuagdo):

1% composigdo

f=— 20 ¢ —!-\-——-—ﬁ-— 40 ¢n _....._....I

e A| Xi yi Qxi QYi
Regido | vty | (em) | em) | ) | (em)
1 300 -10 22,5 6750 -3000
20 15 18000 | 24000
- - 24750 | 21000
=14 cm = QX = 24750 =16,5 cm

A

1500



Placas e Fios Compostos

Exemplo (continuagdo):

@ 2% composigado
Y|

7

15 em

- 2() ¢m ——r-k ~ 4() ¢m »—‘

30

Cim




Placas e Fios Compostos

Exemplo (continuagdo):

w» 2% composigado

Ai Xi yi Q Xi Q Yi
(cm?) (cm) (cm) (cm3) (cm3)
15 27000 | 18000
75 -2250 3000

- 24750 | 21000

g Q24750 _geso
A 1500




Determinagcdo de Centroide
por Integragao

QX:yAZIydA QyziA:deA

@ Em principio, para quantificagdo dos momentos
de 1% ordem de superficie (ou momentos
estaticos de drea), esses sdo calculados a
partir de integrais duplas no dominio
representativo da regido estudada, onde se
deve escrever o elemento infinitesimal de drea
dA de acordo com a conveniéncia

A= das coordenadas de descrigdo
~@ da regido tratada.




Determinagdo de Centroide
por Integragdo Dupla

D={(x,y)Ja<x<bec<y<d}

db
Z’ dA=dxdy QX — j ydA = j ijXdy

Ao W\ 2

\ 4 . 4

b -fle-fo-oe

C | i E = y2 1d
T =)

b _( a) 2 |

(b-a)d* <)
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Determinagdo de Centroide
por Integragdo Dupla

D={(x,y)Ja<x<bec<y<d}

db
Y dA=dxdy Qy — j xdA = I jxdxdy
|- W\
! d_Xz_b bz—a
dxdy :j 7 dy I dy
: ; y _ '~32 _az y_d
| 2 C




Determinagdo de Centroide
por Integragdo Dupla

Dz{(x,y)mﬁxSanSySEX}
a

Y b,
t  dA=dxdy 4 a

L) SNV N Qx=jydA=ijdde
00

\ dy all 277X a 2

dx :I y— dX = —2X2dX
— L 2, ) 24
b2 x*|  ab?




Determinagdo de Centroide
por Integragdo Dupla

Dz{(x,y)mﬁxSanSySEX}
a

Y v
I R I
00
i = f xy) " dx = j Zx'dy
a o O -




Determinagdo de Centroide
por Integragdo Dupla

Dz{(rcos@,rsin@)|a£r£be%£0Sg}

Y dA=rdOdr

. :;[[—r cos@%dr :zgrzdl‘
- b
_ £r3 zﬁ(b3—a3)
| 6 -a 6




Determinagdo de Centroide
por Integragdo Dupla

2

Dz{(rcos@,rsin@)|a£r£be%£0SE}

Y dA=rdOdr




Determinagdo de Centroide
por Integragdo de Fatias

® Q =yA= .ydAz .inl
Q, =XA = [ xdA = [dQ®

@ A idéia desta sistemadtica é considerar que a
regido de interesse é formada pela composigdo
de infinitas fatias infinitesimais cujas formas
correspondem a regioes cujas propriedades
geométricas jd sdo conhecidas. Sendo

assim, esta sistemadtica pode ser

=D entendida como uma aplicagdo
*@ do método jd apresentado para
S regioes compostas.




Determinagdo de Centroide
por Integragdo de Fatias

b
W1 A=[dA = [dA® = [y(xdx

/e Q.= | ydA = [dQ]

x I
—el b 2
y -
= [¥dat =] Y(;) dx

A —yoody) Q= [xdA =[dQ]
b
X“dA® = I xy(x)dx

a




Determinagdo de Centroide
por Integragdo de Fatias

(r(0)cos(0),r(0)sin(0))

A=[dA =[da® =]
b
= [ ydA = [dQs
O; 3
0. 0, X = | ¥9'dA® = Ir(g) sin 0d0
aas =10 4o )
2 Q,= [xdA =[dQ]
X = %r(G)cosG 0 3
; = | X'dA = _[ r(0) cos 0d0
vy = Er(@)sin@ :




Determinagcdo de Centroide
por Integragao

Exemplo:

Determine por .
integragdo o centrdide | k=—
da superficie

d
mostrada em termos { d /\/

de a e h.




Determinagcdo de Centroide
por Integragao

Exemplo (continuacdo): a h
plo ( Gdo) A= [ayax
«» Por integragdo dupla D
y a’
ZJ[Y]hh 3dX
0 @
: )
:J(h—%x3 dx
0 d y,
ik
- hx_%x_
a 4_O




Determinagcdo de Centroide
por Integragao

Exemplo (continuagdo): 0 :j Tydydx
0 3

@ Por integragdo dupla (cont.)
Yy




Determinagcdo de Centroide
por Integragao

Exemplo (continuagdo):

@ Por integragdo dupla (cont.)
y a




Determinagcdo de Centroide
por Integragao

Exemplo (continuagdo):

@ Por integragdo de fatias
Y




Determinagcdo de Centroide
por Integragao

Exemplo (continuagdo):

«» Por integragdo de fatias (cont.)
y




Determinagcdo de Centroide
por Integragao

Exemplo (continuagdo):

«» Por integragdo de fatias (cont.)
y




Determinagcdo de Centroide
por Integragao

Exemplo (continuagdo):

_Q,
X=—= —a
A S




Determinagcdo de Centroide
por Integragao

Exemplo (continuagdo):

«» Por integragdo de fatias . Como tratar o

Y problema com
fatias horizontais?

]1‘ a(%jé dy
h A
(e

- 2

Q, =Tl a(ly dy

A




Teoremas de Pappus-6uldin

® Cdlculo de drea de superficie de revolucdo
e volume de sélido de revolucdo.

PAPPI
ALEXANDRINI
MATHEMATICAE
aaaaaaaaa

nnnnnnnn

® Formulados inicialmente | ;ootio”
pelo gedmetra grego
Pappus (século ITI d.C.)

ENETIIS

rancileum de Franeilcis Senenfem.

v
Apud Fi

=1) e Restabelecidos posteriormente

pelo matematico suigo Guldinus, ("
ou Guldin (1577-1643).




Teoremas de Pappus-6uldin

Superficie de revolugdo

251 Curva geratriz

! Y
20 \R/ Curva geratriz

19+ Eixo de revolucdo

0,5 - 4
T T T T 1
2 4 lal B 1

Superficie de revolugdo

Eixo de revolugdo




Teoremas de Pappus-6uldin

1° Teorema de Pappus-Guldin

A drea de uma superficie de revolugdo € dada pelo produto do
comprimento da curva geratriz pela distancia percorrida pelo
centrdide da mesma durante a geragdo da superficie em pauta.

\‘
|

<

x

e

o

A= jdA dA =2nydL A= I2nydL
A=2n[ydl A=2myL  [(A=dL]




Teoremas de Pappus-6uldin

Solido de revolugdo

Superficie geratriz

a4 =
Superficie geratriz

Sélido de revolucdo

Eixo de revolugdo



Teoremas de Pappus-6uldin

2° Teorema de Pappus-Guldin

O volume de um sélido de revolugdo é dado pelo produto da drea
da superficie geratriz pela distancia percorrida pelo centrdide
da mesma durante a geragdo do sélido em pauta.

w

V=[dv dV =2mydA  V=|[2nydA
V=2rn[ydA V=2nyA  [(V=dA




Teoremas de Pappus-6uldin

Exemplo:

50 mm 40 mm

Determine o volume e
a drea superficial do
solido mostrado.

u "
HHHH

- el oy .
.." - "I:I.' et
a4 ?::_::-:-
i T i E.._:E'q._""
B P
- !
20 mm \1




Teoremas de Pappus-6uldin

Exemplo (continuagdo):
Cdlculo do volume pelo 2° Teorema de Pappus-Guldin

50 mm | 40 o :

. 60mm
Eixo de

revolugdo




Teoremas de Pappus-6uldin

Exemplo (continuagdo):

Cdlculo do volume pelo 2° Teorema de Pappus-Guldin (cont.)

N IO I

O

120mm 20mm 50mm

60mm

SG 1 2
ER — QER _QER

G _ 70-60.(70+20 _20-60(230”0)

R 9 3 2

7

6 = 75000 mm’ L3> |V =75000% mm’ |

\




Teoremas de Pappus-6uldin

Exemplo (continuagdo):

Cdlculo da drea pelo 1° Teorema de Pappus-Guldin

50 mm | 40 moo |
LZOmm 20mm 50mm
:\ N 7 N /E
1 B 7 \
ke =0C
) i 60mm
Eixo de I
revolugdo :
L....A; y
<>
120mm A5 = ASR 4 A Mane

= el +2A 0
= 1Qp, +2A%"



Teoremas de Pappus-6uldin

Exemplo (continuagdo):

Cdlculo da drea pelo 1° Teorema de Pappus-Guldin (cont.)

120mm ZOmm/ 50mm @
;\ £ D E D D E
. B 7 E
' C
: ~ : .®
' 2, ) @
(e ;
CG 1 2 3
6 _50. 90790, 707 1607 22120 1 (207 4 607 . 20 F20

0 =10218,1mm? [y A®=1021817+50-60=(35101,2 i’






